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Mitä yhteistä on 
seuraavilla 
tapahtumilla?

•	Perhonen	lenteli	Etelä-Suoma-
laisessa	perinnemaisemassa	edesta-
kaisin	niityn	yllä,	etsi	ehkä	toukkien	
ravintokasvia,	jolle	voisi	laskea	mu-
nansa.	Lopulta	se	lähti	seuraamaan	
metsän	ja	niityn	reunaa.

•	Galapagos-saarilla	evoluutio	
tuotti	vuosituhansien	aikana	kullekin	
saarelle	oman	peippolajinsa	Eri	saar-
ten	peipot	eroavat	toisistaan	nokan	
koon	ja	muodon	perusteella.

Vastaus:	Molempia	tapahtumia	
voi	kuvata	matemaattisesti	satun-
naiskuluilla	ja	niitä	approksimoivilla	
diffuusio-advektio	-malleilla.	

Tässä	artikkelissa	havainnollis-
tan	matematiikan	tuomaa	lisäarvoa	
ekologian	ja	evoluutiobiologian	
lainalaisuuksien	ymmärtämiselle.	
Aihe	on	luonnollisesti	poikkeuksel-
lisen	kiehtova,	mutta	yhtä	lailla	se	
on	matemaatikolle	haastava	johtuen	
biologisten	systeemien	luonteesta.	
Luonnossa	kaikki	vaikuttaa	kaikkeen,	
eliöiden	ja	niiden	elinympäristöte-
kijöiden	muodostama	vuorovaikut-
teinen	verkko	sisältää	loputtoman	
määrän	erilaisia	tarinoita.	Silti,	niin	
yllättävää	kuin	se	ehkä	onkin,	ekolo-
gian	ja	evoluution	kuvaaminen	on-
nistuu	usein	menestyksekkäästi	hyvin	
yksinkertaisilla	lähestymistavoilla,	
kuten	satunnaiskävelyitä	kuvaavilla	
stokastisilla	malleilla.	Alla	kuvatut	
esimerkit	puhukoot	tämän	kauniin	
ajatuksen	puolesta.

Satunnaiskulun 
perusteista
Oletetaan	että	yksiulotteisessa	
maailmassa	asuva	olio	voi	liikkua	
joko	itään	tai	länteen.	Olio	lepää	
keskimäärin	ajan	τ 	ja	ottaa	sitten	
keskimäärin	 λ 	:n	mittaisen	askeleen.	
Askeleen	suunta	on	satunnainen,	eli	
olio	siiryy	todennäköisyydellä	0.5	
itään	(paikasta	x	paikkaan	 x + λ 	
ja	todennäköisyydellä	0.5	länteen	
(paikasta	x	paikkaan	 x −λ 	).	Sitten	
yksilö	taas	lepää	hetken	ja	jatkaa	
matkaansa.	Merkitään	ajan	t	har-
hailleen	yksilön	sijainnin	todennä-
köisyystiheyttä	muuttujalla	v(x,t;x0),	
missä	x	on	olion	sijainti	hetkellä	t	ja	
x0	on	se	piste	josta	olio	lähti	liikkeel-
le	hetkellä	t0.	Jos	yksittäiset	askelet	
ovat	pieniä	ja	niitä	otetaan	paljon,	to-
dennäköisyystiheyden	v	kehittymistä	
voidaan	kuvata	diffuusioyhtälöllä	[1]
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missä	 a = λ τ2 2/( ) 	on	diffuu-
siovakio.	Yhtälön	alkuarvo	on	
v x t x x( , ; ) ( )0 0 0= δ ,	missä	Diracin	
delta	δ ( )x0 	kertoo	että	hetkellä	
t0 yksilö	oli	varmasti	paikassa	x0	
Diffuusioyhtälön	ratkaisu	on	nor-
maalijakauman	tiheysfunktio,	jonka	
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odotusarvo	pysyy	paikassa	x0	,	ja	
varianssi	kasvaa	ajan	mukana	line-
aarisesti,	σ 2 2= at .	Koska	yksilö	on	
aina	varmasti	jossain,	tiheysfunktion	
integraali	koko	avaruuden	yli	säilyy,	
eli	 v x t x dx( , ; )0 1=

−∞

∞

∫ 	kaikilla	t:n	
arvoilla.

Kuvitellaan	sitten	että	oliomme	
liikkuukin	uimalla	jokea	pitkin,	ja	
virtaava	vesi	kuljettaa	sitä	tasaisella	
nopeudella	b	kohti	länttä.	Olio	itse	ei	
tiedosta	virtaa,	vaan	ui	satunnaisesti	
vuoroin	itään	ja	vuoroin	länteen.	Olio	
voi	myös	laskeutua	pohjaan,	toden-
näköisyydellä	c	per	aikayksikkö,	jol-
loin	se	jää	loppuiäkseen	paikoilleen.	
Nyt	diffuusiomalli	täydentyy	virran	
mukana	kulkeutumista	kuvaavalla	
advektiotermillä	ja	pysähtymisen	
mahdollisuutta	kuvaavalla	reaktioter-
millä,
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Ratkaisun	integraali	
v x t x dx e ct( , ; )0 =

−
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∫ 	kertoo	to-
dennäköisyyden,	jolla	olio	on	vie-
lä	liikkeessä.	Jos	se	on	liikkeessä,	
sijaintia	kuvaava	todennäköisyysti-
heys	on	edelleen	normaalijakauman	
tiheysfunktio,	mutta	nyt	odotusarvo	
E[x]=x0-b t	siirtyy	virran	mukana	

kohti	länttä.
Yksiulotteinen	satunnaiskulku	

on	helppo	yleistää	useampaan	ulot-
tuvuuteen.	Ilman	ja	veden	asukkien	
liikkumista	voidaan	kuvata	3-ulot-
teisella	diffuusiolla,	maan	pinnalla	
kulkijoiden	voi	ajatella	rajoittuvan	
kahteen	ulottuvuuteen.	d-ulotteisessa	
avaruudessa	Rd	diffuusiovakio	a	on	
symmetrinen	positiividefiniitti	 d d× 	
matriisi,	advektio	b	on	d-ulotteinen	
vektori,	pysähtymistodennäköisyys		
c	säilyy	skalaarina.	Yleisessä	tapauk-
sessa	todennäköisyystiheys	kehittyy	
kuten	[2]
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Eliöiden liikkuminen 
matemaattisena  
ongelmana
Aku	Ankka	ryhtyi	vuonna	1953	
ilmestyneessä	sarjassa	”Kruuna	vai	
klaava”	höpsistiksi,	ja	antoi	siis	
kolikon	päättää	kääntyykö	seuraa-
vasta	kadunkulmasta	oikealle	vai	
vasemmalle.	Höpsismi	on	aitoa	
satunnaiskulkua,	jossa	lähtöpistee-

seen	mitatun	etäisyyden	neliö	kasvaa	
lineaarisesti	suhteessa	käveltyjen	
kortteleiden	lukumäärään	[1].	Mutta	
oikeat	ankat	tai	muutkaan	eliöt	tuskin	
tekevät	liikkumispäätöksiään	aivan	
näin	kevyin	perustein.	Tai	jos	ovat	
joskus	tehneet,	luonnonvalinta	(jota	
käsittelen	seuraavassa	jaksossa)	on	
todennäköisesti	karsinut	näiden	yksi-
löiden	geenit	pois	kuljeksimasta.

Jotkut	eliöt	liikkuvat	vain	kerran	
elämässään	(esim.	useimmat	kasvit),	
toiset	ovat	jatkuvasti	liikkeessä.	Liik-
kumisen	motiivit	ovat	monet:	ravin-
non	etsintä,	parittelukumppanin	et-
sintä,	petojen	välttely,	oman	reviirin	
etsiminen	ja	ylläpito,	tai	yleisemmin	
hengissä	pysyminen	ja	lisääntymi-
nen.	Liikkumista	tutkivalla	biologilla	
on	yleensä	jonkinlainen	ajatus	liik-
keen	takana	olevasta	motivaatiosta	
tai	syy-seuraussuhteesta	Tämä	olet-
tamus	voidaan	kuvata	vektorilla	b.	
Passiivisen	virran	mukana	kulkeutu-
misen	ohella	b:llä	voi	mallittaa	eliön	
pyrkimystä	liikkua	pitkin	gradienttia	
(esim.	planktonia	ravinnokseen	käyt-
tävä	ui	kohti	suurempaa	planktonti-
heyttä),	tai	vaikkapa	eliön	taipumusta	
palata	takaisin	reviirilleen.	Vektorin	
b	avulla	voi	myös	mallittaa	liikku-
miselle	ominaista	autokorrelaatiota,	

Kuva 1. Eliön liikkumista kuvaavan diffuusio-advektiomallin (Yhtälö 1) graafisia esityksiä. Ellipsit 
kuvaavat diffuusiota, vektorit advektiota. Paneelit esittävät kolmea erilaista hypoteesia siitä miten 
eliö saattaisi liikkua suhteessa maiseman korkeusvaihteluun. Paneelissa (a) diffuusionopeus kas-
vaa korkeuden funktiona. Paneelissa (b) diffuusio on anisotrooppista siten, että eliöllä on taipumus 
seurata korkeuskäyriä. Paneelissa (c) mukana on advektiotermi, joka kuljettaa eliötä alamäkeen. 
Paneelien (a) ja (c) tapauksissa eliö viettää suuren osan ajastaan matalassa korkeudessa, panee-
lin (b) tapauksessa eliö päätyy viettämään erityisen runsaasti aikaa jyrkissä rinteissä.
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eli	sitä,	että	eliön	seuraa-
va	askel	on	keskimäärin	
samaan	suuntaan	kuin	
edellinen.	Vektoriin	b	
sisällytettyjen	tekijöiden	
voidaan	ajatella	kuvaa-
van	liikkeen	odotusarvoa.	
Eliöiden	aivoituksia	ei	
kuitenkaan	tunneta	täy-
dellisesti,	eikä	myöskään	
niitä	ympäristön	signaa-
leja,	joiden	mukaan	eliöt	
suunnistavat,	pystytä	mit-
taamaan	tarkasti.	Niinpä	
liikerataan	jää	aina	selit-
tämätöntä	vaihtelua,	jota	
voidaan	kuvata	diffuusio-
parametrilla	a.

Mallilla	(1)	voidaan	
kuvata	eliön	liikkumista	
heterogeenisessa	ympäris-
tössä	olettamalla	että	pa-
rametrien	a,	b,	ja	c	arvot	
riippuvat	siitä	millainen	
elinympäristö	(habitaatti)	
sen	kulloisessakin	paikas-
sa	x	on	(Kuva	1).	Matrii-
sia	a	voi	kaksiulotteisessa	
tapauksessa	havainnollis-
taa	ellipsillä,	joka	vastaa	
seuraavan	askeleen	toden-
näköisyysjakauman	95	%	
kvantiilia.	Yleensä	dif-
fuusio	oletetaan	isotroop-
piseksi	(Kuvat	1a,	1c),	
jolloin	a=a	I,	missä	a	on	
liikkumisen	nopeutta	ku-
vaava	vakio	ja	I	on	 d d× 	
identiteettimatriisi.	Joskus	
satunnaiskulku	voi	kuiten-
kin	olla	anisotrooppista,	
esimerkiksi	tapauksessa	
jossa	eläin	mieluummin	
seuraa	korkeuskäyrää	
kuin	kulkee	alaspäin	tai	
ylöspäin	(Kuva	1b).	Vek-
tori	b	puolestaan	kertoo	mihin	suun-
taan	ja	millä	nopeudella	eliön	sijain-
nin	odotusarvo	siirtyy	(Kuva	1c).	

Maan	päällä	pysytellessämme	
me	ihmiset	elämme	kaksiulotteisessa	
maailmassa,	mutta	teemme	suuren	
osan	liikkumisestamme	yksiulotteisia	
teitä	pitkin.	Myös	eläimet	käyttävät	

liikkumiskäytäviä,	tai	välttelevät	
ylittämästä	yksi-	tai	kaksiulotteisia	
esteitä.	Esimerkiksi	myyrä	saattaa	
seurailla	ojanpiennarta,	mutta	ei	
lähde	turhaan	ylittämään	leveää	ojaa.	
Monilla	eläimillä	on	lisäksi	erityisiä	
käyttäytymispiirteitä	habitaattityyp-
pien	välisillä	reunoilla.	Jos	perhonen	

sattuu	lentämään	sille	mieluisalta	
kedolta	vähemmän	kiinnostavalle	vil-
japellolle,	se	kääntyy	todennäköisesti	
takaisin.	Tällaiset	käyttäytymispiir-
teet	voi	sisällyttää	malliin	(1)	yksi-	ja	
kaksiulotteisen	diffuusion	sekoituk-
sena,	tai	erilaisina	reunaehtoina	[2].	
Piennarta	seuratessaan	myyrä	on	

Kuva 2. Liikkumismallin (Yhtälö 1) yhdistäminen empiiriseen aineistoon. 
Paneeli (a) esittää pikkuapollopopulaation asuttamaa maisemaa Somerolla. 
Harmaan eri sävyt kuvastavat lajille sopivaa lisääntymisaluetta ja erilaisia 
metsiä ja peltoja. Viiva näyttää simuloidun reitin ja hypoteettisen merkit-
semis- ja jälleenpyyntipisteen. Paneeli (b) esittää kuvan (a) maisemasta 
kerätyn merkintäjälleenpyyntiaineiston perusteella parametrisoidun mallin 
ennusteen. Harmaan värin intensiteetti kertoo sen todennäköisyyden, jolla 
tietystä pisteestä liikkeelle lähtevä yksilö käy elinaikanaan tummalla ääri-
viivalla rajatulla kedolla. Paneelissa (c) harmaat pallot perustuvat toisesta 
maisemasta kerättyyn riippumattomaan merkintä-jälleenpyyntiaineistoon, 
ja mustat luottamusvälit esittävät maisemasta (a) kerätystä aineistosta 
parametrisoidun diffuusiomallin ennustetta [3,5].
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yksiulotteisessa	moodissa.	Jos	oja	on	
sille	absoluuttinen	este,	muodostuu	
tästä	heijastava	reunaehto.	Jos	ojan	
voi	ylittää	pienellä	todennäköisyy-
dellä,	muodostuu	tästä	puoliläpäisevä	
reunaehto,	joka	aiheuttaa	hitautta	
todennäköisyystiheyden	tasaantumi-
seen	ojan	yli.

Yhdistelemällä	erilaisia	kom-
ponentteja	sinänsä	yksinkertaisesta	
diffuusiomallista	voidaan	rakentaa	
hyvinkin	kompleksi	kuvaus	eliön	
liikkumisesta.	Tutkimuksen	suurin	
haaste	onkin	mallien	yhdistäminen	
todellisuuteen,	eli	mallien	paramet-
risointi	eliöiden	liikkumisesta	ke-
rättyjen	aineistojen	perusteella	[3].	
Pienten	eläinten	(kuten	perhosten	
ja	muiden	hyönteisten)	liikkumi-
sesta	voidaan	kerätä	tietoa	merkin-
tä-jälleenpyynnin	avulla,	isompien	
eläinten	liikkeistä	kertyy	kiihtyvällä	
tahdilla	satelliittipaikannusdataa.	
Liikemalli	voidaan	parametrisoida	
yhdistämällä	siihen	havaintomalli,	
joka	kertoo	millä	menetelmällä	ja	
intensiteetillä	aineisto	on	kerätty	[3].	
Merkintä-jälleenpyynnissä	kunkin	
yksilön	liikkumasta	reitistä	saadaan	
yleensä	vain	muutama	havainto	
(Kuva	2),	mutta	aineistossa	voi	olla	
tietoa	sadoista	yksilöistä,	jolloin	
parametrien	tilastollinen	estimointi	
on	mahdollista.	Saatujen	havaintojen	
todennäköisyys	voidaan	laskea	aset-
tamalla	alkuehdoksi	δ ( )x0 ,	missä	
x0	on	yksilön	merkitsemispiste,	ja	
integroimalla	todennäköisyystiheys	
v t( , ; )x x0 	sen	alueen	ylitse,	jossa	
jälleenpyyntiä	hetkellä	t	yritettiin.	
Merkintä-jälleenpyynnin	tapauksessa	
havaintomalli	kertoo	todennäköisyy-
den,	jolla	yksilö	havaittaisiin	sillä	
ehdolla,	että	se	todella	olisi	etsityllä	
alueella.	Heterogeenisessä	maisemas-
sa	todennäköisyystiheyttä	 v t( , ; )x x0 	
ei	voi	ratkaista	suljetussa	muodossa,	
mutta	sen	voi	laskea	numeerisesti	
esimerkiksi	elementtimenetelmällä	
[2].	Liikkumismallin	ja	havaintomal-
lin	parametrit	voi	tällöin	estimoida	
suurimman	uskottavuuden	menetel-
mällä	tai	Bayesin	menetelmällä	[4].	
Diffuusiomallit	ovat	osoittautuneet	

melko	hyviksi	kuvauksiksi	ainakin	
perhosten	liikkumisesta.	Pikkuapol-
lon	liikkumisesta	tekemässämme	
tutkimuksessa	[5]	estimoimme	para-
metrit	tietystä	maisemasta	kerätystä	
merkintä-jälleenpyyntiaineistosta,	ja	
osoitimme	että	malli	kykeni	ennusta-
maan	pehosen	liikkumista	rakenteelli-
sesti	erilaisessa	maisemassa	(Kuva	2).	

Luonnonvalinta ja  
geneettinen  
satunnaisajautuminen
Darwinin	keskeinen	oivallus	oli	se,	
että	luonnonvalinta	muuttaa	populaa-
tioiden	ja	lajien	ominaisuuksia	pikku-
hiljaa	paremmin	niiden	ympäristöön	
sopeutuneiksi.	Galapagos-saarten	
peippojen	(Darwinin	peipot)	nokan	
muodon	ja	koon	vaihtelu	on	seurasta	
peippojen	erikoistumisesta	eri	saarilla	
esiintyviin	ravintolähteisiin.	Siemen-
ten	syöntiin	tarvitaan	jykevä	nokka,	
hyönteisten	pyydystämiseen	soveltuu	
kapeampi.	Yksilöt	jotka	ovat	erityi-
sen	hyviä	pysymään	hengissä	ja	li-
sääntymään	siirtävät	omia	geenejään	
seuraavaan	sukupolveen	paremmin	
kuin	huonommin	menestyvät	yksilöt.	
Jos	ravinnosta	ja	tilasta	ei	olisi	
pulaa,	kaikkien	eliölajien	yksilöiden	
lukumäärä	kasvaisi	eksponentiaali-
sesti	sukupolvien	määrän	funktiona.	
Koska	näin	ei	voi	äärellisessä	maail-
massa	tapahtua,	käydään	luonnossa	
resursseista	jatkuvaa	kamppailua,	
ja	pienetkin	erot	yksilöiden	ominai-
suuksissa	voivat	johtaa	evoluution	
kannalta	merkittäviin	eroihin	niiden	
lisääntymismenestyksessä.

Yksilöiden	välinen	vaihtelu	toimii	
evoluution	raakamateriaalina.	Tietyn	
ominaisuuden	(esim.	nokan	koko)	
vaihtelua	voidaan	mitata	kyseisen	
muuttujan	varianssilla.	Useamman	
ominaisuuden	(esim.	nokan	koko	
ja	muoto,	jälkimmäinen	sopivasti	
parametrisoituna)	vaihtelua	voidaan	
kuvata	varianssi-kovarianssimatrii-
silla	P.	Matriisin	P	diagonaaliele-
mentit	kertovat	kunkin	yksittäisen	
ominaisuuden	varianssin,	diagonaalin	
ulkopuoliset	elementit	kunkin	omi-
naisuusparin	kovarianssin.	Kuten	

tunnettua,	olemme	geeniemme	ja	
ympäristömme	vaikutuksen	summa.	
Fenotyypin	eli	ilmiasun	vaihtelua	
kuvaavan	matriisin	P	voikin	kirjoit-
taa	summana	P=G+E,	missä	G	on	
geenien	ja	E	ympäristön	osuus	yksi-
löiden	välisestä	vaihtelusta.	Geeneillä	
ja	ympäristöllä	voi	olla	myös	yhteis-
vaikutusta,	ja	sekä	geneettisen	että	
ympäristön	osuuden	voi	pilkkoa	edel-
leen	erilaisiin	osatekijöihin.	Jätetään	
nämä	monimutkaistukset	kuitenkin	
tämän	tarkastelun	ulkopuolelle.

Luonnonvalinta	ei	osaa	erotella	
geenien	ja	ympäristön	vaikutusta	toi-
sistaan,	vaan	arvioi	yksilöitä	niiden	
ilmiasun	perusteella.	Jos	yksin	geenit	
määräisivät	ilmiasun,	luonnonvalin-
nan	vaikutuksesta	populaation	keski-
määräisen	ilmiasun	muutos	yhdessä	
sukupolvessa	olisi	[6]

s z z z z z.= −
−

∫W p W d1 ( ) ( )

Tässä	yhtälössä	W(z)	on	ilmi-
asun	z	omaavan	yksilön	kelpoisuus	
(määriteltynä	esim.	sen	tuottamien	
jälkeläisten	lukumääränä),	p(z) on	
populaatioissa	esiintyvien	ilmiasujen	
jakauma,	ja	yläviiva	 . 	merkitsee	
populaation	yli	laskettua	keskiarvoa.	
Ilmiasuun	vaikuttaa	geenien	lisäksi	
myös	ympäristö,	ja	valinnan	vaikutus	
siirtyy	seuraavaan	sukupolveen	vain	
siltä	osin	kuin	ominaisuus	on	periyty-
vä.	Tästä	syystä	keskiarvon	 z 	muu-
toksen	odotusarvo	yhden	sukupolven	
yli	on	 E[ ]∆ =

−z P Gs1 ,	missä	matriisi	
P-1G mittaa	yksittäisten	ominaisuuk-
sien	periytyvyyden	astetta	sekä	ge-
neettisten	korrelaatioiden	vaikutusta	
periytyvyyteen.

Evoluutio	ei	pysähtyisi	vaikka	
luonnonvalinnalta	kohtelisi	kaikkia	
tasapuolisesti,	eli	vaikka	kaikkien	
yksilöiden	kelpoisuus	olisi	tarkal-
leen	sama.	Tämä	johtuu	siitä,	että	
seuraavan	sukupolven	perimät	gee-
nit	ovat	otos	niistä	geeneistä	jotka	
olivat	edustettuina	edellisessä	su-
kupolvessa.	Tällaisen	geneettisen	
satunnaisajautumisen	merkitys	on	
erityisen	suuri	pienissä	populaati-
oissa.	Satunnaisuuden	aiheuttama	
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varianssi	seuraavaan	sukupolveen	
on	 E[ ] /∆ ∆ =z( z) GT Ne ,	missä	Ne 
on	efektiivinen	populaatiokoko	[6].	
Efektiivinen	populaatiokoko	on	
yleensä	pienempi	kuin	todellinen	po-
pulaatiokoko	mm.	siksi,	että	yksilöi-
den	välisessä	lisääntymismenestyk-
sessä	on	eroja.

Yhdistämällä	luonnonvalinnan	
ja	geneettisen	satunnaisajautumisen	
vaikutukset	saadaan	populaation	
ominaisuuksien	keskiarvon	 x z= 	
todennäköisyystiheyden	v(x,	t;	x0)	
evoluutiolle	malli
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1GGs x) x x           ) ( ( , ; )] ( )i v t 0 2

missä	dimensio	d on	tarkasteltavien	
ominaisuuksien	lukumäärä.

Myös	evoluution	tapauksessa	tut-
kimuksen	yksi	suurimmista	haasteis-
ta	on	teorian	kytkeminen	empiirisiin	
aineistoihin.	Mallin	(2)	parametreista	
fenotyyppisen	vaihtelun	matriisi	P	
on	yleensä	helppo	mitata,	samoin	
populaation	keskiarvo	x.	Geneettisen	
vaihtelun	matriisi	G	voidaan	mitata	
esimerkiksi	risteyttämällä	yksilöitä	
laboratorio-olosuhteissa,	tai	mittaa-
malla	luonnonpopulaation	yksilöiden	
ominaisuuksia	useamman	sukupol-
ven	ajan	ja	selvittämällä	yksilöiden	

sukulaisuussuhteet	[7].	Periytyvyys-
aste	on	sitä	suurempi	mitä	enemmän	
sukulaiset	muistuttavat	toisiaan.

Yhtälön	(2)	avulla	voidaan	ar-
vioida	kuinka	voimakas	ja	minkä	
suuntainen	valintapaine	on	johtanut	
yhteistä	alkuperää	olevien	popu-
laatioiden	erilaistumiseen.	Nolla-
hypoteesina	voidaan	pitää	oletusta	
jonka	mukaan	populaatiot	olisivat	
erilaistuneet	toisistaan	vain	geneetti-
sen	satunnaisajautumisen	tuloksena.	
Evoluution	mallintamista	mutkistaa	
se,	että	geneettinen	ja	fenotyyppinen	
varianssi-kovarianssimatriisi	(G	ja	P)	
sekä	valintapaine	s	saattavat	riippua	
populaation	sen	hetkisestä	tilasta	
x	(Yhtälö	2).	Geneettistä	vaihtelua	
mittaava	G matriisi	riippuu	vaih-
telua	lisäävien	mutaatioiden	ja	sitä	
poistavien	fixaatioiden	tasapainosta.	
Matriisin	G	evoluutioon	vaikuttavat	
sekä	luonnonvalinta	että	geneettinen	
satunnaisajautuminen	[8].

Liikkumisen ja  
evoluution  
analogiasta
Koska	sekä	eliöiden	liikkumista	(Yh-
tälö	1)	että	populaatioiden	evoluutio-
ta	(Yhtälö	2)	voi	tarkastella	samalla	
matemaattisella	mallilla,	on	kiin-
toisaa	verrata	näiden	kahden	ilmiön	
tulkintaa	(Taulukko	1).	Populaatioon	
kohdistuva	valintapaine	vastaa	

liikkeellä	olevan	yksilön	pyrkimystä	
tiettyä	suuntaa	kohti.	Populaation	
geneettinen	satunnaisajautuminen	
vastaa	puolestaan	liikkuvan	yksilön	
satunnaiskulkua.	Luonnonvalinta	voi	
olla	suuntaavaa,	jolloin	se	suosii	yhtä	
ääripäätä,	esimerkiksi	aina	populaa-
tion	suurimpia	yksilöitä.	Tällainen	
valinta	kuljettaa	populaatiota	koko	
ajan	samaan	suuntaan,	kuten	tasaises-
ti	puhaltava	tuuli	kuljettaa	voikukan	
siementä.	Tasapainottava	valinta	
puolestaan	suosii	sellaista	ääripäiden	
väliin	asettuvaa	muotoa,	joka	on	par-
haiten	sopeutunut	juuri	omaan	ympä-
ristöönsä	(ESS;	evolutionary	stable	
strategy).	Tasapainosta	pois	ajautunut	
populaatio	pyrkii	palaamaan	takaisin	
evoluutiomaisemansa	korkeimmalle	
huipulle	kuten	elinpiiriltään	harhau-
tunut	eläin	palaa	takaisin	reviirilleen.

Liikkumisen  
evoluutiosta
Yksi	empiirisen	ja	teoreettisen	
evoluutiobiologian	kestosuosikeista	
on	liikkumisen	evoluution	tutkimi-
nen.	Edellisen	perusteella	tätä	ilmiötä	
voidaan	mallittaa	kaksinkertaisella	
diffuusioprosessilla.	Kukin	yksilö	
liikkuu	Yhtälön	(1)	mukaisesti,	ja	
kullakin	yksilöllä	on	sille	ominaista	
liikkumisaktiivisuutta	mittaava	
diffuusiovakionsa.	Populaation	dif-
fuusiovakioiden	keskiarvon	evoluutio	

  

Matematiikka Liikkuva yksilö Evoluutio

satunnaismuuttuja  x yksilön sijainti populaation keskimääräinen 
ominaisuus

todennäköisyystiheys v x t x( , ; )0 yksilön sijainnin  
todennäköisyysjakauma 
hetkellä t

populaation keskimääräisen 
ominaisuuden todennäköisyys-
jakauma hetkellä t

ensimmäinen spatiaalinen  
osittaisderivaatta  ∂ ∂v x/

tiettyyn suuntaan kulkeminen luonnonvalinta

toinen spatiaalinen  
osittaisderivaatta  ∂ ∂

2 2v x/
satunnaiskulku geneettinen ajautuminen

Taulukko 1. Yhteinen matemaattinen viitekehys muodostaa analogian yhden eliön liikkumisen ja populaation 
keskimääräisen ominaisuuden evoluution välille.
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noudattaa	puolestaan	Yhtälöä	(2).	
Liikkumista	lisääviä	valintapaineita	
syntyy	mm.	ravinnosta	käytävän	
kilpailemisen	välttämisestä,	suku-
siitoksen	aiheuttaman	kelpoisuuden	
vähentymisen	välttämisestä,	sekä	
elinympäristön	laadun	ajallisesta	
vaihtelusta.	Liikkumista	vähentäviä	
valintapaineita	aiheutuu	puolestaan	
mm.	liikkumiseen	kuluvan	energian	
minimoinnista,	sekä	erityisesti	vain	
kerran	liikkuvilla	eliöillä	siitä,	että	
yksilön	syntypaikan	ja	sen	lähiym-
päristön	laatu	on	yleensä	satunnai-
sen	sijainnin	laatua	parempi.	

Kiitokset: Kiitän Juho Pennasta 
liikkumisen ja evoluution mallin-
nusta koskevista keskusteluista ja 
tämän tekstin kommentoinnista.
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